MEMOIRE : CONSTRUCTION
D’ALGORITHMES POUR RESOUDRE DES
SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES.

FREDERIC PLUQUET

4 mai 2004



REMERCIEMENTS

J’aimerai remercier ici les personnes qui ont contribué, de prés
ou de loin, que ce soit par une aide morale ou & la compréhension
de la matiére traitée ou par un appui énergique, a ’aboutissement,
de ce mémoire.

Tout d’abord, Madame Jacqueline Sengier, grace a qui j’ai franchi
le seuil de cette université et qui m’a fait confiance en me proposant
ce sujet de mémoire. Je voudrais tout particuliérement la remercier
pour sa dévotion aux autres sans attendre quelque chose en retour,
pour son immense générosité et sa gentillesse sans limite.

Monsieur Pierre Bieliavsky, qui a fait de son métier sa passion,
pour ses idées dont lui seul a le secret.

Monsieur Léon Brenig, pour sa rigueur mathématique et son en-
vie de toujours avancer ainsi que pour sa gentillesse et ses nombreux
encouragements.

Monsieur Marco Codutti, pour ses encouragements et son oeil
avisé d’informaticien.

Monsieur Alain Gottcheiner, pour son oeil correctif.

Mademoiselle Magali Molle, qui a supporté bon nombre de mes
états d’ame et qui a su me sortir la téte du sable quand il le fallait.

Monsieur et Madame Mes Parents, qui m’ont permis de faire ces
deux années d’étude supplémentaires et qui m’ont offert un cocon

idéal pour travailler en toute sérénité.
Si j'oublie quelqu’un dans cette page, qu’il ne m’en veuille pas et
qu’il en soit remercier au centuple.



Table des matiéres

Introduction

1.1 Larecherche. . . . . . . . . . ... ... ... ...

1.2 Maple, NODESetmoi . . . . ... . ... ... ..........

1.3 Contenu du mémoire . . . . . . . . ... ... oo

1.4 Notations . . . . . . . . .. . s
1.4.1 Les notations générales . . . ... ... ... .......
1.4.2 Les notations mathématiques . . . . . . ... ... . ...
1.4.3 Les notations de programmation . . ... ... ... ...

Maple, NODES et programmation

2.1 Introduction & Maple . . . . . . . . . .. ... ..
2.1.1 L’environnement de travail . ... ... ... .......
2.1.2 Lesvariables . . ... ... ... . .. ... ... ...
2.1.3 Lestypes . . .. .. . . . .
2.1.4 Les structures de contréles . . . ... ... ... .....
2.1.5 Lesprocédures . . . . ... ... . ... ...
2.1.6 Leslibrairies . . .. .. ... .. .. ... .. ... ...

2.2 Introduction & NODES . . . .. . .. ... ... ... ......

2.3 Comment charger le programme de ce mémoire sous Maple ?

Introduction aux équations différentielles

3.1 Définitions . . . . . .. oL

3.2 Au coeur des équations différentielles . . . . . . . ... ... ...
3.2.1 Exemplesgénéraux . . . . . . . . . ...
3.2.2 Systémes d’équations différentielles . . . . . . ... .. ..
3.2.3 Exemple de résolution d’un systéme . . . ... ... ...

3.3 Motivation de la recherche sur les équations différentielles non
lindaires . . . . . . . . . e

Connexions affines invariantes

4.1 Calcul du tenseur de Riemann-Christoffel associé & une équation
de type Lotka-Volterra de dimension n . . . . . .. ... .. ...
4.1.1 Systémes de Lotka-Volterra . . . . ... ... ... ....
4.1.2 Christoffel . . . .. ... .. .. .. .
4.1.3 Riemann . . .. .. . ... ... o

ECIEN Jo i~ e N~ SN

18
18
19
19
20
21

23

26

29

4.1.4 Recherche des cas d’intégrabilité via le tenseur de Riemann 30

4.2 Position du probléme . . . . . ..o L Lo
43 Matrices 2 x 2. . . . . . oL

31



TABLE DES MATIERES 3

4.3.1 Changement de coordonnées linéaire . . . . . . ... ... 34
4.3.2 Changement de coordonnées quelconque : étude du cas
mi1 Mmip2

1 P R 38

4.3.3 Meéthode théorique . . . . . . .. ... L. 46

4.4 Matrices 3 X 3. . . . . . . . .. e e 49

5 Algorithmes 51
5.1 IsASquareMatrix . . . . . . . ... ..o 51
5.2 IsAWellFormedChristoffelTable . . . . . .. .. ... .. ..... 51
5.3 TransformationGammaToMatrix . .. ... ... ... ...... 53
5.4 TableGammaBarreLinear . . . .. . ... ... ... ....... 54
5.5 TableGammaBarreNonLinear . . . . . . .. ... ... ...... 56
5.6 DeriveesCovariantesRiemann . . . . . . .. .. ... .. ..... 57
5.7 AfficheMatriceAPartirDeCoordonnees . . . .. ... .. .. ... 59
5.8 ReductionEnsembleMatrices . . . . . . . .. . . . ... ... ... 61

6 Conclusions 63
6.1 Apports . . . . . e 63
6.2 Développements futurs . . . . . . . .. ... 64
6.2.1 Questions en SUSPENS . . . . .« vt i e e u i e 64

6.2.2 Automatisation du processus . . . . .. ... ... 65

6.3 Conclusion générale . . . . . ... . ... ... ... 66

A Documents supplémentaires 69



Chapitre 1

Introduction

“Un mémoire sur des équations mathématiques? Moi? Je ne
connais pas grand chose dans cette matiére et je ne connais ab-
solument pas le sujet de ce mémoire.” furent mes premiéres pensées
a I’écoute du sujet que me proposait Madame Sengier en novembre
dernier. J’avais vraiment des doutes quant & un aboutissement heu-
reux de ce travail.

Mais la confiance et la patience des hommes et femmes qui m’ont
entouré tout au long de ce projet m’ont permis de découvrir un
monde que je ne connaissais pas, la recherche mathématique. Ils ont
réussi a me faire connaitre, voire aimer, ce qui les passionnait. C’est
tellement agréable de travailler avec des personnes qui ont la méme
passion devant une équation différentielle qu'un enfant devant un
nouveau jouet. Cela me fascinait a un tel point qu’on puisse autant
aimer cela, que j’ai essayé de les comprendre et d’entrer dans leur
monde. Ils ont été les cerveaux et moi, leurs mains de traducteur
sur le clavier.

1.1 La recherche

Il n’est pas simple d’entrer dans le monde de la recherche. Les
hommes et femmes qui y vivent sont pris continuellement d’une envie
d’avancer comme si un flux les poussait dans le dos.

Au premier abord, vous avez I'impression que le vent vous est
contraire. Il est trés, trés difficile de comprendre le langage des cher-
cheurs. Mais un jour, vous vous étonnez que tous les mots employés
cachent de définitions simples et que ces mots forment une certaine
base d’échange entre vous et les chercheurs. Un langage commun
est alors établi et le vent tourne. Vous comprenez alors que la lueur
dans leurs yeux refléte 'ambition d’étudier le monde environnant,
en particulier, ici, via les mathématiques.

4
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Bien des personnes m’ont demandé quel était le sujet de ce mé-
moire. Une fois celui-ci énoncé, la perplexité s’intallait sur leurs vi-
sages. J’expliquais alors que ces systémes d’équations permettaient
simplement de décrire mathématiquement tout ce qui nous entoure :
les variations de température, la pression, la gravitation, ... Les do-
maines qu’ils recouvrent sont trés vastes : de la physique aux sciences
politiques, en passant par la chimie, la biologie, ’astronomie, ...
Tout, ou presque, peut étre représenté par ces équations.

Le probléme de ces équations est qu’on ne peut les résoudre, c’est-
a-dire trouver une groupe de valeurs qui permettent de rendre vraie
chaque équation du systéme présenté, qu’avec des méthodes non
linéaires. Nous verrons plus en détail quelles complications aménent
la non-linéarité par rapport a la linéairité.

C’est a cet instant que I'informatique et les chercheurs en mathé-
matiques se rencontrent. Ces derniers ont beaucoup d’idées sur la
maniére de résoudre partiellement ces systémes. Mais la lourdeur des
calculs empéche parfois d’achever un raisonnement. L’informatique
permet de résoudre ce probléme.

Afin d’avancer au mieux dans ce mémoire, quatre chercheurs et
professeurs et moi nous sommes réunis pour échanger des idées en-
viron une fois par semaine.

Ces quatre personnes sont :

Madame Jacqueline Sengier, chercheur et professeur en mathé-
matique et informatique,

Monsieur Pierre Bieliavsky, chercheur et professeur en mathé-
matique,

— Monsieur Léon Brenig, chercheur et professeur en physique,
Monsieur Marco Codutti, professeur en informatique.

Pour réussir a étudier et décortiquer une large classe de systémes
d’équations différentielles, nous nous sommes basés sur de nouvelles
idées de ces derniers. Nous verrons au cours de ce mémoire que
d’autres études ont été réalisées. Nous expliquerons partiellement la
méthode théorique et la méthode basée sur Riemann. Ce domaine
étant encore trés peu connu, il est difficile de faire des liens directs
entre chacune de ses méthodes. Nous verrons que ces différentes
recherches aboutissent a des résultats n’ayant pas exactement les
mémes contraintes d’application. Elles pourraient peut-étre se révé-
ler complémentaires.
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1.2 Maple, NODES et moi

Maple est un logiciel permettant de travailler sur des objets ma-
thématiques (matrices, équations, vecteurs,...) et d’y appliquer des
fonctions, le tout sous forme aussi bien numérique que formelle.
Maple est I’outil idéal pour effectuer des calculs lourds et fastidieux.

NODES est une librairie, originellement écrite pour MATHEMA-
TICA et totalement réécrite pour Maple, développée par Marco Co-
dutti en 1990. Cette librairie permet de travailler sur une large classe
de systémes d’équations non linéaires. On peut, par exemple, trans-
former trés simplement un systéme d’équations non linéaires en une
équation du type Lokta-Volterra.

Ce mémoire est une sorte de suite a NODES'. Nous allons essayer,
tout au long de ce mémoire, de découvrir les équations différentielles,
les différentes maniéres de les représenter et nous allons surtout nous
attarder sur le moyen de simplifier celles-ci afin de trouver plus faci-
lement des solutions pour un systéme d’équations, et ce de maniére
automatisée.

Nous allons étudier deux cas : le cas de dimension 2 et de dimen-
sion 3.

1.3 Contenu du mémoire

Nous commencerons par expliquer ce que sont véritablement Maple,
NODES et en quoi ce mémoire contribue a améliorer le programme
NODES tel qu’il se présente aujourd’hui.

Nous verrons une bréve introduction sur les équations différen-
tielles.

Ensuite, nous retracerons I’acheminement des idées apparues tout
au long de cette recherche et nous verrons la théorie s’y rattachant.

Les algorithmes accompagnant cette théorie seront expliqués dans
un autre chapitre que celle-ci afin de ne pas la surcharger.

De plus, I’ensemble du code produit et les résultats volumineux
sont joints en annexe.

1.4 Notations

Plusieurs notions seront utilisées dans ce mémoire afin, le plus
souvent, d’éclaicir les équations. Celles-ci sont décrites ci-dessus.

1.4.1 Les notations générales

Toute référence bibliographique est représentée par un numéro
entre | | renvoyant a la page 68.
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1.4.2 Les notations mathématiques

- & représente la dérivée de x par rapport a la variable indépen-
dante ;

— Si elle n’est pas clairement redéfinie avant son utilisation, d; ;
représente la fonction définie comme suit :

52‘7j = 1, SZZ:j
51'7]' :0, SZZ#]

1.4.3 Les notations de programmation

Dans les descriptions générales de concepts de programmation,
nous pouvons retrouver certaines de ces notations :
~ Un texte entre crochets ([texte]) est optionnel dans la com-

mande ;
~ { choizl | choiz2 | choiz3 } représente une suite de choix ex-
clusifs.



Chapitre 2

Maple, NODES et
programmation

Toute I'implémentation des algorithmes présentés dans ce mé-
moire a été testée sous Maple 9, sans NODES pour cause d’incom-
patibilité avec Maple (en effet, comme nous le verrons, NODES a
été réécrit pour Maple 5 et non la version 9). Pour des explications
plus approfondies sur NODES, se reporter au manuel utilisateur
l’accompagnant ou au mémoire de Marco Codutti[10].

Nous commencerons donc par une introduction a Maple, ses capa-
cités et son utilisation. Cette introduction est basée sur ’aide inclue
dans Maple et sur les livres d’André Heck et M.B. Monagan|8, 9.
Nous continuerons sur un bréve introduction de NODES.

2.1 Introduction & Maple

Développé par des chercheurs de 'université ETH de Zurith et
de celle de Waterloo, au Canada, Maple est un logiciel qui permet
de manipuler des objets mathématiques, en travaillant sous forme
symbolique, numérique ou graphique.

Maple est assez répandu car il est simple & mettre en action et
trés puissant. Puissant par son moteur algébrique et simple car son
interface utilisateur est assez intuitive et conviviale. Son aide est trés
bien réalisée, accompagnée d’un moteur de recherche permettant de
trouver quasi directement ce que ’on cherche.

Maple permet d’exporter facilement des sessions de travail (équa-
tions, résultats, ...) vers différents formats tels que I¥TEX ou HTML
avec ou sans MathML. Mais il est a noter que le IXTEX exporté
par Maple ne peut étre incorporé directement dans un autre docu-

L Maple 9.01, Single User Profile, copyright(c) 1981-2003 by Maplesolf.
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ment BTEX via Lyx (un éditeur graphique pour IXTEX utilisé pour
la conception de ce mémoire). En effet, des erreurs apparaissent trés
vite. De plus, ce code n’est pas facilement compréhensible et utilise
des librairies propres & Maple. Bref, cette fonction a trés peu servi
a la rédaction de ce mémoire.

Maple posséde surtout son propre langage de programmation.
Nous décrivons ici I'utilisation de base de celui-ci afin de mettre au
point les différentes notions utilisées plus tard dans le code.

2.1.1 L’environnement de travail

Maple fournit également un trés bon environnement de travail
pour manipuler le langage et ses résultats.

[’environnement se présente comme un shell qui prend en entrée
une expression compléte, calcule celle-ci et affiche le résultat, s’il y
en a un. Ensuite, il attend de nouveau une expression et ainsi de
suite.

Pour référencer le dernier résultat calculé, on peut utiliser le sym-
bole %. De la méme maniére, %% et %%% représentent 1’avant-
dernier et 'antépénultiéme résultats.

Maple est “case sensitive”, c’est-a-dire que Diff et diff sont 2 fonc-
tions différentes a son regard.

La commande ?topic permet d’appeler ’aide sur une commande
particuliére. Nous pouvons prendre comme exemple ?type qui nous
affichera I’aide sur la commande type.

La commande restart permet de remettre a zéro la mémoire des
variables et procédures utilisateur de Maple.

Si une commande se termine par le symbole “; 7, le résultat sera
affiché sur la ligne qui suit.
Par contre, si elle se termine par le symbole “ : 7, le résultat sera

calculé mais pas affiché.
Un texte compris entre les caractéres “#+#” et la fin de la ligne
est considéré comme un commentaire.

2.1.2 Les variables

Déclaration et assignation

Pour déclarer une variable, il suffit de lui donner un nom et une
valeur initiale.

Ezemple :
> a := 100/47 ;

— 100
4T
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Libération

Si vous voulez libérer le nom d’une variable, il faut utiliser la
commande unassign.

Ezxemple :
> a := 100/47 ;

— 100
4T

> unassign(’a’) ;
> a;

a

La commande restart permet de les libérer toutes (mais en méme
temps que les procédures enregistrées).

Constantes et variables prédéfinies

Certains objets sont prédéfinis au démarrage de Maple. Toutes
les constantes prédéfinies peuvent étre affichées via la commande
constantes.

Ezemple :
> constantes ;

false,v,00, true, Catalan, FAIL, w

2.1.3 Les types
Types de base

Le tableau 2.1 reprend, de fagcon non exhaustive, les types de base
utilisés dans Maple.
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TaB. 2.1 — Types

| Type | Description

numeric N’importe quel nombre

integer Un nombre entier positif ou négatif

posint Un nombre entier positif

negint Un nombre entier négatif

complex Un nombre complexe

float Un nombre réel

fraction | Une fraction

string Une chaine de caracteére

procedure | Une procédure

boolean Un booléen qui prend les valeurs false ou true.
set Un ensemble de valeurs entre {7}

symbol Un symbole utilisé(variable, procédure,...)
Comparaison

La commande type permet de comparer un symbole avec un type
donné. Celle-ci renvoie une valeur booléenne.

Ezremple :

> type(100/47, fraction) ;
true

> type(100/47, integer) ;
false

La commande whattype nous renseigne sur le type d’'un objet.

Ezemple :
> whattype(100/47) ;

fraction

Les tableaux

Les tableaux sont des structures a n dimensions d’hyper-rectangles.
Ceux-ci sont construits sous Maple grace au type Array.

Il faut savoir que la numérotation des indices d’un tableau com-
mence par 1 et non par 0, comme dans beaucoup de langages de
programmation usuels.

Chaque élément d’un tableau peut accepter comme valeur n’im-
porte quel objet. L'opérateur “ :=" permet d’assigner une valeur a
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un élément d’un tableau.
Ezremple :

## Tableau a 4 dimensions
> a := Array(1..2,1..2,1..2,1..5)

> al1,1] ;
0 0
0 0

>al1,1,2,3] :=5;

000
000

1123 = 5

000O0O
00500

Définition de nouveaux types

> al1,1]1;

Maple permet de définir de nouveaux types d’objets. Un nouveau
type peut étre déclaré de deux maniéres différentes :

1. ‘“type/NomType‘ := SetO0fTypes
Ezemple :
## reconnaitre les nombres et les booléens
> ‘type/NUMBOOL® := {numeric, boolean} ;
2. ‘type/NomType‘ := proc(objet_a_comparer [,argl[,...[,argN]1]1])
[BLOC]
end ;
Ezxemple :
> ‘type/LTy‘ := proc(x,y)
> if(x < y) then
> true ;
> else
> false;
> end if ;
> end :
> type(4,LTy(5)) ;

true
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2.1.4 Les structures de contrdles

Comme dans beaucoup de langages de programmation, des opé-
rateurs sont présents pour controler la séquence d’éxécution des ins-
tructions. Il n’est pas nécessaire de s’attarder en détail sur I’explica-
tion de ceux-ci. La syntaxe et un exemple pour ces deux opérateurs
suffiront aisément a la compréhension de ces derniers.

if
Syntaxe
if condition then
[expressions_1]
[elif condition then
[expressions_2]]

[else
[expressions_3]]
end if
Exemple
>a :=3; b :=5;
a:=38
b:=5

> if (a > b) then a else b end if;

5
for
Syntaxe
for name from expression_1 [by expression_2] to ezpression_3
do
[expressions]
end do ;
Exemple

> for i from 6 by 2 to 100 do print(i) end do;
## imprime tous les chiffres paires compris entre 6 et

100
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2.1.5 Les procédures

Noyau de base

Dés le démarrage de Maple, un ensemble de procédures est direc-
tement accessible. Elles sont trés nombreuses. Je ne donnerai donc
ici que quelques exemples choisis.

Ezemples :
> min(400,51,89) ;

51
> 1log(3) ;
In(3)
> evalf(35 + 1n(3)) ;
36.09861229

> exp(4) ;

64

L’aide de Maple comporte une recherche par mots clés qui permet
de retrouver facilement des fonctions courantes.

Fonctions particuliérement utiles pour ce mémoire

- add
La fonction add permet comme son nom l'indique de sommer
sur une séquence de valeurs. Cette fonction sera énormément
utilisée dans ce mémoire. En effet, beaucoup de formules dé-
crites ici comprendront des sommations.

Ezemple
> add(i*i,i=1..5)
55

- subs
Cette fonction permet de substituer une expression par une
autre dans une troisiéme expression. Cette fonction est parti-
culiérement utile lorsque vous voulez donner une valeur a une
variable dans une équation et en calculer directement le résul-
tat.

Ezxemple
> subs(x=5,y=6, x~2+y*3-5=z) ;
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38=2
— simplify
Voici une fonction qui permet de simplifier au maximum une
expression donnée. Ces simplifications sont basées sur des régles
de toutes sortes.

Ezemple
> simplify(exp(a+ln(b*exp(c)))) ;

b e(aJrc)

Définition de nouvelles procédures

Nous pouvons définir de nouvelles procédures par la syntaxe sui-
vante :

NomProcedure := proc( [argl [ : : typel
[, arg2 [ : : typel
L, ...
[, argn [ : : typellll)
[expressions]
end ;

Le résultat de la derniére expression calculée dans le corps de la
procédure est renvoyé a la fin de I’exécution.

L’argument “type” d’un argument de la procédure n’est pas obli-
gatoire mais est utile lorsque 1’on veut étre siir du type employé.

Ezemple :

> Square := proc ( x : : integer )
X ¥ X;
end ;

Square := proc (x) x*x end proc
> Square(5) ;
25

> Square(5.2) ;

Error, invalid input : Square expects its 1st argument, x, to be of
type integer, but received 5.2
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2.1.6 Les librairies
Utilité
Les librairies permettent d’assembler plusieurs déclarations de

variables, types ou procédures dans un méme fichier. C’est le cas de
NODES et du code résultant de ce mémoire.

Librairies standard

Maple offre, dés I'installation, une série de librairies dites “stan-
dard”. Elles sont, elles aussi, trés nombreuses. Je ne donnerai, ici
encore, que quelques exemples choisis.

La libraire linalg contient toutes les fonctions utilisées en 'algébre
linéaire et des calculs de vecteurs. Dans celle-ci, nous retrouvons
matriz ou Matriz, qui permettent de créer des matrices avec plus
ou moins d’options, coldim, qui nous renseigne sur le nombre de
colonnes d’une matrice, ou encore jacobian, qui calcule la matrice
jacobienne d’un vecteur de fonctions.

La commande with permet de préciser avec quelles librairies nous
voulons travailler.

Ezxemple :
> with(linalg) ;

Librairies additionnelles

I1 est aisé de définir de nouvelles librairies, a 'instar de NODES.
Il vous suffit de mettre toutes les fonctions que vous désirez dans
un fichier texte. Ces librairies peuvent étre chargées grace a la com-
mande read suivie du chemin d’accés de la librairie choisie.

Ezxemple :
> read ‘‘/usr/local/nodes/nodes’’ ;

2.2 Introduction & NODES

Non linear Ordinary Differential Equations Solver (NODES) a
vu le jour un beau matin de ’année 1990 avec la conception du mé-
moire de Marco Codutti[10]. L’idée était d’informatiser des concepts
et des idées pour résoudre des équations différentielles ordinaires non
linéaires (ci-aprés EDO). Ces idées sont, quant a elles, vieilles seule-
ment d’une année de plus. Elles ont été décrites et formalisées par
Alain Goriely et Léon Brenig, dans un mémoire de 'ULB[11].
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NODES devint vite un outil trés précieux a la recherche des solu-
tions d’EDO. Ecrit a la base pour MATHEMATICA (autre logiciel
de calcul symbolique, concurrent de Maple), NODES est réécrit par
Marco Codutti pour Maple V release 3.

NODES est donc une librairie pour Maple. Une fois chargée, elle
offre une foule de fonctions. Elle supporte, entre autres, 2 représen-
tations de systémes d’EDO.

Au cours du développement de ce mémoire, Marco Codutti et
moi avons découvert que NODES ne fonctionnait pas du tout sous
Maple 9. En effet, beaucoup de fonctions ne sont pas référencées de
la méme maniére dans les deux versions de Maple. Nous avons passé
beaucoup de temps a essayer d’en comprendre la raison et avons
estimé que le travail de réécriture serait long et assez important.
La suite du mémoire a été écrite comme si NODES fonctionnait.
En effet, les deux librairies sont complémentaires et indépendantes
I’une de 'autre.

2.3 Comment charger le programme de ce mé-
moire sous Maple ?
Le programme résultant de ce mémoire est une librairie. Il suffit

donc de la copier quelque part sur votre disque dur puis d’exécuter
dans Maple I'instruction suivante :

> read ‘“}<CHEMIN_DE_LA_LIBRAIRIE>/programmation memoire’’ ;

dans laquelle <CHEMIN_DE_LA_LIBRAIRIE> doit étre remplacé par
le chemin d’accés a la librairie & partir de la racine de votre disque
dur.



Chapitre 3

Introduction aux équations
différentielles

Nous présentons ici une introduction aux équations différentielles,
afin de fixer certaines notations et de présenter certains concepts qui
seront utilisés dans la suite de ce mémoire. Nous nous baserons es-
sentiellement sur des exemples. Nous finirons par établir le lien avec
le type de systémes d’équations qui nous intéressera particuliérement
par la suite.

3.1 Définitions

Nous commencons par quelques définitions de base des termes
employés dans la suite de cet ouvrage.

— EQUATION DIFFERENTIELLE

Une équation différentielle est une équation qui décrit les rela-
tions entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leurs déri-
vées.

-~ EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE (EDO)
Soient y = y(z) et ses dérivées j—g,% , ...,gZ—}{.
Par définition, une équation différentielle ordinaire est une équa-
tion liant z, v, v/, y", ...,y’™
Par exemple : y'™ = F(x,y(z),y'(z), ..,y ")

— EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRE ET NON LINEAIRE
Si '™ = F(x,y(z),y'(x),..,y' " V) est une équation linéaire,

18
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alors la solution générale y(z) dépend de n constantes arbi-
traires. Toutes les solutions d’une équation différentielles li-
néaires sont obtenues en imposant des conditions sur ces constantes.

Si ™ = F(x,y(x),y (z),..,y™Y) est une équation non li-
néaire, alors la solution générale contient également n constantes
d’intégration mais il peut exister des solutions supplémentaires
de ces équations non linéaires, que 1’on n’obtient pas par un
choix de constantes d’intégration.

— ORDRE

L’ordre d’une équation différentielle est donné par 'ordre le
plus élevé des dérivées la composant.

Ezemple : vy’ = Y& est d’ordre 2.
X
— SYSTEME D’EQUATIONS

Un systéme d’équations est un ensemble d’équations couplées.

3.2 Au coeur des équations différentielles

3.2.1 Exemples généraux

Voici quelques exemples d’équations différentielles rencontrées
souvent en physique, chimie et dans d’autres domaines.

1. Prenons comme premier exemple, la loi de Newton : F' = m.a
3 g = Pz
oua= 7.

Nous pouvons ramener cette équation a une équation différen-
tielle du second ordre :
d*z  F(x)

e m

2. La loi de décroissance radioactive est une équation différentielle
ordinaire du premier ordre.
Le pourcentage de décroissance est une constante dépendante
du matériau initial (uranium, plutonium, ...); il est donné par
la formule :
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dx

= d

T N
T dt

La solution est x(t) = x(0).e~*.

3.2.2 Systémes d’équations différentielles

Un grand nombre de systémes d’équations différentielles peut étre
mis sous la forme de systémes d’équations différentielles du premier
ordre, c’est-a-dire :

d
xtl = 1(t T, T2, ,.I‘n)
CZQ fz(t IL‘l,l‘Q,...,l‘n)

d;lv_tn = fn(t,xl,.TQ, ,,jl]n)

dans lequel f1, fo,..., f, sont des fonctions suffisamment régu-
liéres. Si celles-ci sont toutes linéaires, le systéme sera également
dit linéaire.
Pour transformer une équation différentielle de la forme
dn dn—l
an(t) 0 4 ana () 2y
en un systéme de n équations du premier ordre, on effectue les opé-

rations suivantes.
Soit z1(t) =y, xo(t) = %’"- et ,(t) = 2% On obtient alors :

+...+ay =0

dtn—
dr,—
d;tl =ux ,djf = I3,..., 4= = Ty
dxn __ _ Gn-— 1(t)33n+an Q(t)xn_1+...+(l01'1
dt an (t)

Le systéme le plus général de n équations linéaires du premier
degré a la forme suivante :

dditl = a1 ()71 + ap)r: + .. + aw (), + 61(1)

: (3.1)
L — Gy (821 + A2 ()2 + oo + ()T + g (2)
1 a1 @12  Qlip

. X2 . Ag1 Q22 -+ Aap
Soit le vecteur x = . et la matrice A = . )

Tn Ap1 QAp2 *°° App



CHAPITRE 3. INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES21

Le systeme 3.1 peut alors étre vu sous la forme :

dx
r=—=A
T 7 T

Exemple : Modéle de l'oscillateur

Le modéle de l'oscillateur harmonique, une masse soumise a la
force exercée par un ressort, est gouverné par 1’équation :
d’x k
— =t
dt? M ®)
ou M représente la masse de l'objet et k la constante de régidité
du ressort.

de __
On pose 5 = v.

Donc
d(dx)_ k
daivar’ T T m”
ou encore : d
%ZE = v
{W = —7

Nous avons donc bien ramené une équation du second ordre a un
systéme de deux équations du premier ordre.
Passage a ’écriture matricielle

ile]-
Hﬂ

diz|_| O
a|v]| | —%
3.2.3 Exemple de résolution d’un systéme

o §|prd

qui est de la forme : 2X = A.X .

Nous partirons du modéle Prédateur-Proie, qui transcrit une dy-
namique écologique.

Le premier & proposer ce modéle fut Pierre Francois Verhulst
(1804 - 1849) ; il fut repris ensuite par Alfred J. Lotka(1880-1949) et
Vito Volterra(1860-1940). Dans la suite, nous rencontrerons souvent
des équatins du type Lotka-Volterra.
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Description du probléme

Soit 2 populations :

— LES PROIES
Nous noterons par z(t) leur quantité par unité de surface du
territoire a ’instant t.
Elles sont trés prolifiques. En ’absence de prédateur, cette po-
pulation croit exponentiellement.

- LES PREDATEURS
Leur quatité sera notée quant a elle y(t).
Cette population décroit exponentiellement s’ils ne peuvent se
nourrir des proies.

Voici les équations qui gouvernent ces deux populations :

{ g—f = g.x—Dpxy

9 = —fytaqry

dans lesquelles :

— g est le taux de croissance du nombre de proies;

- f est le taux de décroissance du nombre de prédateurs;
- p est le taux de décés des proies;

— q est le taux de naissance des prédateurs.

Recherche d’une solution

Les variables z et y sont des densités de population. Elles ne
peuvent donc étre négatifs. Les solutions sont donc uniquement a
rechercher pour z et y > 0.

Prenons les cas limites :

- siy(0)=0:
z(t) = x(0).e9"
y(t) = 0
~siz(0)=0:
{ z(t) = 0
y(t) = y(0).e”
Le point d’équilibre est le point tel que Cé—f =0 et % = 0. Donc

lorsque y = % et v = 5.
Essayons de nous faire une image du systéme :
~ Le long des y : z tend vers 0;
— Le long des z : y tend vers infini;
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— 1 point d’équilibre pour une valeur de x et de y;
— et ailleurs ? Il faut résoudre :

dy _ (=ftaz)y
dx - (g}—py)a:
& (-p)dy = (7 +q)ds

& gin() + fin() = a(z—x0) +p(y — yo)

Cette derniére équation décrit une courbe fermée dans ’espace
des phases (z,y). On dit que la solution est un cycle.

3.3 Motivation de la recherche sur les équations
différentielles non linéaires

Le texte suivant, motivant la recherche autour des équations de
Lotka-Volterra, est un résumé d'un article[2] basé sur les textes
3, 4, 5, 6, 7].

Nous allons passer au type de systémes d’équations différentielles
qui sera utilisé par la suite : les systémes autonomes.

Les systémes autonomes sont des systémes d’équations différen-
tielles comme présentés ci-dessus, a la différence prés qu’aucune va-
riable indépendante n’intervient dans une fonction du membre de
droite. Ils sont constitués de la fagon suivante :

dt
out € R, z; € RouC et les P; représentent encore les fonctions f;
des systémes précédents mais sont plus précisément des polynomes
ou, plus généralement, des sommes finies de quasi-monomes du type

it ox% avee a; € RouC, appelées alors quasi-polynomes.

IP¢(.’,IZ‘1,.’E2,...,.’E,1);VZ': 1,..,” (32)

Remarque : Le préfixe “quasi” n’est présent que si les valeurs ne
sont pas entiéres.

Ces systémes ne sont pas comme on pourrait le penser de prime
abord, plus restrictifs que les précédents. En effet, il suffirait de poser
que t est une variable nommée x,,,; telle que

danrl (t)

=0
dt
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Le systéme serait alors écrit :
dt

= Pi(x1, %0, ..., T, Tpy1);Vi=1,..,m+ 1

avec
PnJrl(.rl, T2y eeey Ty, xn+1) =0

Ce systéme entre bien dans le type de systéme représenté par 3.2.

La représentation matricielle suivante peut étre utilisée pour le
systéme 3.2 :

d.ﬁL’l(t) e - Bj s
p :xiZAijExk "Vi=1,..,n (3.3)

j=1
ou les A;; et B;; € RouC et sont indépendants de t. Le nombre m
est lié au nombre de quasi-mondémes présents dans le systéme 3.2,
généralement m # n.

Le facteur z; en évidence n’est pas anodin : il sert & faire appa-
raitre une dérivée logarithmique de z; et permet une définition de la
matrice B qui lui assure une variance simple sous les transformations
suivantes :

n
!
_ Cij
T = H T; (3.4)
=1
oll C est une matrice n x n inversible a éléments dans R ou C.

En effet, sous les transformations 3.4, les équations 3.3 restent
invariantes de forme, c’est-a-dire que :

da)(t ~ . TT.'B
2 a3, [T vi= 1 (3.5)
k=1

d

i=1
avec les régles suivantes de transformations pour les matrices rec-
tangulaires A (nx m) et B (mx n) :

B '=BoC (3.6)

(“o” est le produit matriciel)

Apparait ainsi la matrice invariante Bo A : il est clair d’aprés 3.6
que B'o A’ = Bo A.

Cette matrice m x m va jouer un role central dans ce qui suit. Elle
est le label des classes d’équivalence en lesquelles la transformation
3.4 scinde ’ensemble des systémes du type 3.3.

{A':C'IOA
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Montrons que cette matrice caractérise une forme canonique des
équations de type 3.3, forme canonique particuliérement simple puisque
de non-linéarité maximum quadratique. Dans le cas particulier ou
m = n, faisons la transformation 3.4 avec C' = B! : la transforma-
tion induite 3.6 sur A et B donne donc :

A'=BoA
B =1
(“I” est la matrice identité)
Donc 3.5 s’écrit :
dzl(t <
xalhf ) =z Z (Bo A = x ZMU:EJ,W ym (3.7)
7=1

ol la matrice M est définie comme M = B o A.
C’est de cette équation, et en particulier de cette matrice, dont
va traiter le reste de ce mémoire.



Chapitre 4

Connexions affines invariantes
par translations associées a
une EDO de type
Lotka-Volterra

Nous présenterons dans ce chapitre la suite des raisonnements
mathématiques et informatiques qui ont été effectués durant toute
la recherche pour ce mémoire. Les raisonnements sont détaillés, de
maniére a ce que le plus grand nombre puisse les comprendre.

Nous commencerons par décrire le calcul du tenseur de Riemann-
Christoffel et son implémentation. Nous introduirons les capacités
de la méthode avec Riemann.

Nous continuerons par la recherche sur la simplification de ma-
trices par combinaison de changements de coordonnées linéaires et
non linéaires. Celle-ci est essentiellement basée sur les idées des cher-
cheurs impliqués dans ce mémoire. Nous étudierons le cas, résolu,
de dimension deux et attaquerons le cas de dimension trois. Nous
finirons cette recherche par un bref résumé des capacités de ces sim-
plifications.

Enfin, nous introduirons la méthode théorique.

4.1 Calcul du tenseur de Riemann-Christoffel as-
socié & une équation de type Lotka-Volterra

de dimension n
Pour une large classe de systémes d’équations différentielles non

linéaires, une équation de Lotka-Volterra est la donnée de ces sys-
téemes. Les deux algorithmes présentés ici permettent d’associer a

26
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un tel systéme une connexion affine.

4.1.1 Systémes de Lotka-Volterra

Comme nous l’avons vu en page 23, les systémes d’équations
différentielles non linéaires peuvent étre représentés par le systéme
suivant (pour une large classe d’entre eux) :

de‘k(t)
dt

=2y Mywi; (k= 1.n) (4.1)
=1

ot les coefficients M, ; sont des constantes réelles.

Nous supposons que grace & NODES, nous pouvons passer, sous
certaines conditions!, d’un systéme d’équations différentielles & une
équation de Lotka-Volterra. Nous pouvons donc repartir directement
de cette équation. J’ai simplement implémenté la matrice M comme
suit :

>n = 2,

> M := Matrix(n,n,m) ;

Matrix est donc définie simplement comme une ma-
trice n x n.

4.1.2 Christoffel

En définissant :

I’équation 4.1 devient :

i*=> Thdd;(k=1.n) (4.2)
Jl=1
avec
1 )
P?,l = §(Ml,j5k,l + Mj,l(;k,j); (Vk‘,j,l S [1, e n]) (43)

sont les symboles de Christoffel.

Remarque : Dans le cas présent, les Fjl sont des constantes indé-
pendantes des ¢".

Pour la recherche des constantes F? 5, j’al implémenté la fonction

Christoffel, qui prend comme paramétre la matrice M, et renvoie le
tenseur T'%).

1Voir Mémoire de Marco Codutti[10], auteur de NODES.
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Algorithm 1 Christoffel
1 : Christoffel := proc(

2 M ## a matrix
)
4 local TableGamma,n, IDENTITE, k, j, 1, f;
5 if type(M,matrix) and IsASquareMatrix(M) then
6 n := rowdim(M) ;
7 TableGamma := matrix(1i,n) ;
8 IDENTITE := Matrix(n,n,shape=identity) ;
9 : for k from 1 to n do
10 : f := (j,1) -> 1/2 * ((M[1,j] * IDENTITE[k,1])
+(M[j,1] * IDENTITE([k,jl)) ;
11 TableGamma[1l,k] := matrix(n,n,f)
od ;
13 : TableGamma ;
14 : else
15 : error("M is not a square matrix") ;
fi :
17 . end :

Explication du code

1 : Déclaration de la procédure

2 : L’unique paramétre de la fonction, la matrice M fournie par
I’équation de Lotka-Volterra.

4 : On déclare les variables locales. En Maple, chaque variable
locale doit étre déclarée a la premiére ligne d’une fonction, avant
toute autre instruction.

5 : On vérifie que le paramétre que la fonction regoit est bien une
matrice et que celle-ci est bien carrée. Si ce n’est pas le cas, on se
retrouve a la ligne 14.

6 : On récupére la dimension de la matrice M dans la variable n.

7 : On crée une matrice vide de dimensions 1 x n, que ’'on nomme
TableGamma.

Remarque 1 : matriz est une classe de base pour travailler avec
les matrices.

Remarque 2 : Pour des raisons de compatibilité de code, nous
travaillons toujours avec des matrices plutét qu’avec des tableaux
(array) & 1 dimension. Cela permet d’utiliser les mémes fonctions
avec n’importe quel objet créé par la librairie (sauf pour la fonction
Riemann).

8 : On crée une matrice identité de dimensions n x n (nommée
IDENTITE) grace a la classe Matriz. Cette classe offre un peu plus
de fonctionnalités que matriz, comme par exemple de demander que
la matrice résultante ait une forme d’'une matrice identité ou encore
symétrique.
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9 : Pour chaque élément de la matrice ( k varie de 1 a n)

10 : On crée une application f qui va nous permettre de calculer
la valeur désirée pour j et [ donnés.

11 : On assigne a I’élément (1,k) de la TableGamma, une nou-
velle matrice de dimensions n x n, dont les valeurs sont données par
I’application f.

13 : On renvoie TableGamma a 'utilisateur de la fonction.

15 : On envoie une erreur a l’utilisateur car le paramétre n’est
pas une matrice bien formée.

Remarque : Les erreurs et autres textes du programme, destinés
a l'utilisateur, sont en langue anglaise car NODES avait pris cette
convention.

4.1.3 Riemann

Le tenseur de Riemann, lié¢ & la courbure d’un espace est donné
par la formule :

i:,j,l = Z( ;,l ;c,r - Z,lré,r); (VZL]? k7l S [17 771])
r=1

ot les I'}, sont données par I’équation 4.3.

J’ai implémenté la recherche des Rj, ;; par la fonction Riemann, qui

prend comme paramétre en entrée le tenseur Fé» 1 et renvoie le tenseur

7
Rkijl'

Algorithm 2 Riemann

1 : Riemann := proc(TableGamma)

2 local i,j,k,1,r,R,n;

3 IsAWellformedChristoffelTable (TableGamma) ;
4 n := coldim(TableGamma) ;

5 R := Array(1..n) ;
6 .
7

8

9

for i from 1 to n do
R[i] := Array(1..n,1..n,1..n);
for j from 1 to n do
: for k from 1 to n do
10 : for 1 from 1 to n do
11 : R[i]1[j,.k,1] := add(TableGamma[1,r][j,1] #* TableGammal[1,i][k,r]
,r=1..n) - add(TableGammal[1,r][k,1] *
TableGamma[1,i] [j,r],r=1..n) ;
od ;od;od;
od ;
14 : R;
15 : end :
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Explication du code

1 : Déclaration de la procédure Riemann. Elle prend comme pa-
ramétre une table TableGamma.

2 : Déclaration des variables locales.

3 : La fonction IsAWellformedChristoffelTable permet, comme
son nom l'indique, de vérifier si une table correspond a la forme
normale d’une table fournie par la fonction Christoffel. Cette fonc-
tion est décrite dans le chapitre 5, page 51.

4 : On récupére la dimension de cette table dans la variable n.

5 : On crée un vecteur de dimension n que 'on attribue a la
variable R. Ce vecteur représente la premiére dimension (I'indice du
haut) dans la formule du calcul de Riemann.

6 : Pour chaque élément du vecteur (i allant de 1 & n)

7 : On crée pour I'élément ¢ du vecteur un tableau a 3 dimensions
(n x n x n), qui représente les 3 indices du bas.

8 a 10 : On va parcourir les 3 dimensions du tableau contenu
dans I'élément courant du vecteur.

11 : On assigne a I’élément courant du sous-tableau la valeur
calculée par la formule décrite ci-dessus.

14 : On renvoie a 'utilisateur le vecteur R.

4.1.4 Recherche des cas d’intégrabilité via le tenseur de
Riemann

Des résultats de géométrie différentiells permettent de construire
les géodésiques pour les espaces dont le tenseur de Riemann satisfait
a I’équation suivante :

VR =0

c’est-a-dire

er;',k,l = Fi,r jskl - F;’,r ;,k,l - FZ,T ;‘,s,l - Fls,r ;k‘s =0
dans laquelle on somme sur les indices répétés et R, , sont les
symboles de Riemann décrits plus haut. Cette équation est nommeée
la dérivée covariante du tenseur de Riemann.

L’implémentation de cette condition (procédure nommeée Deri-
veesCovariantesRiemann) est décrite a la page 57. Les résultats don-
nés par cet algorithme sont des ensembles d’ensembles de couples
M; ; = val; ; qui indique la valeur val; ; que doit prendre 1’élément
1,7 de la matrice M pour que cette technique puisse s’appliquer.
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Pour que les résultats soient plus lisibles, une autre fonction a du
étre écrite afin de transformer ces ensembles de couples en structure
matricielles. Elle est nommée AfficheMatriceA PartirDeCoordonnees
et est décrite page 59.

Pour le cas de dimension 2, voici les résultats que nous donne
Maple.

[ m(1,1) m(1,2) ][ m(1,1) 2m(2,2) |
0 0 0 m(2,2)

[ m(1,1) 0 [ m@1) 0
0 m((22) || 2m(1,1) m(2,2) |

0 m(1,2) 0 0
m(2,1) 0 m(2,1) m(2,2)

Les résultats pour la dimension 3 sont mis en annexe (ils sont au
nombre de 51).

4.2 Position du probléme

Les coefficients Fﬁ ; apparaissant dans 4.3 peuvent s’interpréter
comme les symboles de Christoffel d’une connexion affine.
Nous rappellons maintenant cette derniére notion.

On considére P’espace R™ muni de la base canonique e (={e'}).

Définition Une connerion affine sur R™ est une régle qui associe a
deux champs de vecteurs X et ¢ € C*°(R", R"), un champ de

vecteurs VX telle que :

ot Opf = S0 v

3. (VazigaX) = (aVeX)+(3VaX), (a, B € C(R): @ € C=(R", R™))

1

Par exemple :

—

X+ ((0:X7)(@), ., (0:X")(2)) = (VX)(Z)
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Dans ce cas :
Veae; =0 Vi, g
Remarque Si on pose :
(V&) (@) =T} 6
alors la formule

(VaX)(@) = /(05 X)(D)E + o', X6z

définit une connexion affine sur R”.

Définition Deux connexions affines V', V2 sur R" sont équivalentes
si 3o : R™ — R" bijective, différentiable, ¢! différentiable telle
que

Vidso(d9)(X) = (dp)(V2X). (4.4)

Proposition Soit V une connexion affine sur R™ dont les symboles
de Christoffel associés sont, dans le systéme de coordonnées
(¢"), donnés par les fonctions :

Soit (:U’) un autre systéme de cordonnées sur R" exprimé en termes
de (&) par la relation
7 =1(€)
Alors, I'expression des symboles de Christoffel associés a V dans
les nouvelles coordonnées (z*) est donnée par :

N . .t I N LN, o
C00(#) = 56O gagr @ + a5 (T G5 (6 (45)

ou I'on somme sur les indices répétés.

Preuve Si on note : ¢ : R” — R", le changement de coordonnées

2Réf : Doubrovin-Fomenko-Novikov “Géométrie contemporaine”
(A ajouter dans la biblio)
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—

§ = (D),
les symboles de Christoffel de V dans les nouvelles coordonnées (z*)
sont ceux associés a la connexion transportée V¥ définie par

VEY = d(o)(V ) de(Y))

(cf. formule 4.4).
Pour les champs de vecteurs constants €,., on a :

et de méme

_ F) b, RIa) b N
= (Ao )o@ (5o 5t (5558 + s 55 L uCe)

oE 9 O Bar . 9Ee 9Eb . D
907 060 \927) 9 1 T gua gui atgge 1 (40)

(VE.es)(D) =

o och o 9 dam

8§“<6565) B 8:1:7”(0:65) oge

Le premier terme de 4.6 s’exprime donc par

Oxb

e

I ) (agb)axv oz™ 9%(¢%) obav

Bz DE* Dx™ 9z dxmOzP DEY

_ gm_ 92 o
a grmPzP OEb

ai—y 8261)
0€b Ox>0xP

En remplacant dans 4.6 on obtient la formule annoncée. CQFD.
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Nous pouvons dés & présent énoncer la question qui nous intéresse
dans ce chapitre :

Question Soient M et M’ deux matrices n x n réelles.
Soient V et V' les deux connexions affines respectivement as-
sociées & M et M’ par les équations 4.1 et 4.2.
Sous quelles conditions M et M’ donnent-elles naissance a des
connexions V et V' équivalentes ?

4.3 Matrices 2 x 2

4.3.1 Changement de coordonnées linéaire

Dans cette section, nous considérons une équivalence linéaire

@:R"HR"::@’HE) = A(Z)

ol A est une matrice dont le déterminant est différent de 0, car
elle devra étre inversible dans la suite.
C’est-a-dire :

& = Aga’
et
% = Bgf’ﬁ
ot B = A~!(par souci de netteté)
Nous pouvons remarquer que :
oz
oEm

= B3oh = B,
et
920
0x*QzP
car nous avons admis I’hypothése de linéarité.

Traduisons la formule 4.5 (page 32) en terme de nos matrices A
et B :

0 (4.7)

ALALTS  BY

Le premier terme de 1’équation 4.5 n’intervient plus pour la raison
énoncé en 4.7.
Travaillons sur I’équation obtenue :
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[y = ALASTS,B!
= AgAngé(Mb,aéc,b + Map0c.0)
- %( ALAYB) My + ALARBIM,),)
= L((MAy ALB] + ALBY(MA),5)
_ %((MA)WA%BJ + ALBY(MA)as)
_ %Bg((MA)a,aA%‘F(MA)a,BAZ) (4.8)

Passons a une étude de cas.

1. A=kl (k #0)
La formule 4.8 devient :

11 . .
= 5 0U(K Maa05 + ° Mo 07)

1
= é(ﬁM,%a(;g + K/M’%ﬁég)

Si nous remplagons kM, , par My et kM, 5 par M, 5,

1
5 (Mj,085 + M, 567)

nous retrouvons la forme de I’équation 4.3 (page 27).

Mais peut-on effectuer cette transformation ?

On peut remarquer que le premier membre de I’équation ne
sera pas nul si et seulement si v = (3. Nous pouvons donc rem-
placer ~ par 3 sans que cela ne pose de probléme. Il en est bien
str de méme pour le deuxiéme membre (y = «).

Conclusion : Les matrices M et xM sont donc équivalente au
sens du paragraphe précédent.

L’un des premiers exercices sur Maple était donc d’implémenter
ce qui précéde

La procédure TableGammaBarreLinear, décrite a la page 54,
permet de trouver la table I' & partir de la table I' et de la
matrice de transformation A.
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Il restait & trouver la matrice M’ & partir de la table I'. Il faut
donc inverser le calcul des coefficients de Christoffel.
Pour cela, repartons de 1’équation suivante (équation 4.3) :

r

k
3l

(Ml,j(sk,l + Mjlék,j); (V/{Z,j,l S [1, . n])

N | —

Remarque : Nous parlerons ici de la matrice M et de la table I'
pour rester dans un cas général.

Extrayons M :

thék,l -+ Mj,lék,j =2 F?,l

On peut donc calculer M de la facon suivante :

Sik#jetk#1:T% =0

Sik=jethk#l:M=2I,
Sik#jetk=1:Mj =2
Slk:jetk’:le,k:F]];k

Cet algorithme est implémenté par la procédure Transforma-
tionGammaToMatriz. Celle-ci est expliquée en page 53.

2. Nous voudrions savoir si un changement de coordonnées (une
matrice A) pourrait nous donner M’ de la forme suivante :

M = l mina K-m1,2 ]

mai K.m272
Comment trouver la matrice de changement de coordonnées ¢

Nous connaissons M. Nous pouvons donc calculer la table I’
a partir de M grace a la fonction Christoffel.

Soit A de forme générale :

Arp A
A= : :
{Am A22]

) )
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Nous pouvons alors calculer la table I' en partant de la table I’
et de la matrice A.

Enfin M’ peut étre trouvée grace a la fonction Transformation-
GammaToMatriz, précédemment citée.

Nous savons également que la matrice M’ recherchée est :
M/vraie o ml,l K-ml,Q
ma1 K.m272

Nous pouvons donc calculer sa table I' correspondante, par la
fonction Christoffel. Nous la nommerons "%,
Nous avons donc les contraintes suivantes :

\V/j,l . ](’l _ (M/vraie)jJ

et
L Bk —oraie) k
Vk, j, L T5, = (F”‘”e)j’l
En cherchant les solutions qui respectent ces contraintes via
Maple, nous trouvons les formes satisfaisantes pour A.
L’implémentation de cet algorithme nous donne un résultat tres

élégant :

A;:[é [H,(K%O)

Remarque : pour multiplier par K la premiére colonne, et non Ia
deuxiéme, la matrice A devient simplement :

- [50)

Remarque : cet algorithme résout aussi le premier cas énoncé.

Gréce a ce procédé et divisant chaque colonne par un de ses termes,
nous pouvons maintenant nous ramener a des matrices d’une des
formes :

B MI N mll,l m/1,2
) 1

(1

o A 1,2
M 0 1 }

[0 m!

A — 1,2
M 0 1 }
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B /
= | ]

B !
M = m1118]
weldd
w8
wely o
i

4.3.2 Changement de coordonnées quelconque : étude du

my1 M2
cas[ 1 1 }

Nous voudrions désormais trouver, pour chaque matrice, toutes
les matrices qui, par un changement de coordonnées non forcément
linéaire, se raménent & la forme de départ.

Prenons d’abord la matrice de départ :

M Mmag
e[ e

Etant donné que nous travaillons avec des transformations non
linéaires, la procédure TableGammaBarreLinear doit étre réécrite
pour accepter les transformations non linéaires. La procédure qui en
résultera sera nommée TableGammaBarreNonLinear.

Pour implémenter celle-ci, nous repartons de 1’équation 4.5, page
32. Cette équation utilise une table I', un systéme d’équations sym-
bolisant le changement de coordonnées et un ensemble de variables.

Nous pouvons remarquer que dans cet équation, nous devons cal-
culer des dérivées en fonction des x et mais aussi en fonction des &,
ce qui peut étre moins simple a calculer.

Prenons un exemple de systéme d’équations :

§1= 1112 + 11
52 = .77133‘% + i)

Il est aisé de calculer les dérivées partielles premiére et seconde
de & par ;.
Ainsi :
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0
<a—{L‘1§1)<x17x2) = 9 + 1
et

62
8:618:(;2 L=
Si on inverse la relation & = £(z) (z = x(€)), le calcul est moins

aisé. Essayons de trouver une astuce afin de simplifier au maximum
ce dernier.

ox” oz 0gb
g — e lie— R ——
% Ox® zb: &b Oxe (4.9)
oxY

Posons g% = =P (qui est connu) et aer = X3 (que I'on cherche).
Alors I’équation 4.9 nous dit que :

EX=I=X=E"

Nous avons donc en mains tous les outils pour contruire la pro-
cédure TableGammaBarreNonLinear. Celle-ci se retrouve a la suite
des autres dans le chapitre 5, a la page 56.

Pour arriver a4 notre but premier, a savoir rechercher toutes les
matrices qui, par un changement de coordonnées non forcément li-
néaire, se raménent & la forme de M donnée plus haut, nous allons
utiliser le méme raisonnement que pour le point 2 de I’étude de cas.

mip Mo
Nous avons M := { ' '

1 1 } . Nous pouvons calculer la table

I' correspondante, soit :

1
L M1 3Ma2 0
v | L o] 18]

Grace a la fonction TableGammaBarreNonLinear, on recherche
la table T avec le systéme d’équations suivant (le plus général pos-
sible) :

— D=

{ &1 = f(w1, 20)
§ = g(@1, 72)

On recherche ensuite la matrice M’ correspondant & cette table,
grace a la fonction TransformationGammaToMatriz.
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Maple nous donne les résultats suivants pour M’ (je ne mentionne
ici que les résultats intéressants pour la suite) :

Remarque : Afin de simplifier les sorties, nous utiliserons le rac-
courcis 0y f pour a%lf(:pl, x9). Idem pour z, et g.

m’(2,1) =
—1
01f 029 — 02f 019

azgazf m1,2329 + agf (51 g)2m1,2 - 529 (azf)2 - 51951f agf - 2319529 51f)

(2 81g 82(81]") — 261f 82(819) =+ 281]” 82]” mlylalg +

m’(2,2) =

019 02(02f) — 01 f 02(029) + (O2f)*m1.1019 + 019 02f m12029 — O1f D29 Oaf — (829)%01 f
01f 029 — 02f 019

Nous savons que M’ doit étre de la forme suivante :

"vrai "vrai
Mlvraie — [ ml,l m1,2
' 1 1

Donc my ; et my, doivent égaler 1.

Nous allons essayer de nous débarrasser les termes dépendant de
la matrice initiale.

Pour cela, la condition %g(:cl,:cg) = 0 est suffisante dans les
deux termes.

Calculons alors ces termes avec cette condition en plus, via Maple

grace a la commande suivante :

subs( diff(g(x1,x2),x1)=0,mp(2,1)) ;

201 f 0,0 + Dag (01 f)?
OLf Oag
subs( diff(g(x1,x2),x1)=0,mp(2,2)) ;

02(0hg) + 029 Oof + (829)2
Oayg

(4.10)
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Remarque : Nous pouvons en effet remarquer que le résultat ne
contient plus aucun membre de la matrice initiale

Recherche d’une solution générale pour f

Attardons-nous sur le second résultat. On peut essayer d’en ex-
traire une forme générale pour la fonction f :

02(029) + 029 Oof + (829)2

1 =
Ohg
o (0
Oof = 1—829—%
29

En utilisant 4.10, nous déduisons :

f= x1+z9— g(x2) — In(0a9)
Nous pouvons donc affirmer que le systéme d’équations suivant
{ §1 = 21 + 72 — g(x2) — In(2g)

o = g(x2)
nous permet de passer d’une matrice M telle que

M = { mi1 M2 ]

1 1

4 une matrice M’ telle que

I m’1,1 m/1,2
M._[ R }

qui conserve la forme matricielle initiale.

Lorsque nous passons ces paramétres a Maple, la matrice M’
trouvée est la suivante :

/
my1 My ]

I-_
o [

ou

m'l’2 =(Ing)(1-=2my1)+g¢' (mia+1—2my1)—(1—2my,) (4.11)
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En posant g = cz(c > 0), I'expression de m/ , devient

m/172 = C(mLQ + 1-— 2771171) — (1 — 2m171)
Ce qui s’annule pour

1-— 2m171

myo+1—2my;’
pour vu que
(CL) 1-— 2771171 >0
mig + 1-— 2m1,1 >0
ou

(b) 1— 2771171 <0
My +1— 2m1,1 <0

C’est-a-dire

@{ s

mig > 2m1,1 -1

o miZs

mio < 2m171 —1

ou

Lecasm;; = % se traite de maniére similaire. On a m} , = ¢'my ».
On remeéne donc, par g = cxa(c > 0) le coefficient (12) a

(¢) m'L2 =41

(ou 0 dans le cas my 2 = 0).

On obtient donc le résultat suivant.
mi1 M2
mao1 Ma2
tisfaisant une des conditions suivantes :

Proposition Soit M = [ } une matrice 2 x 2 réelle sa-

- (a) 2m171 < Mg et det M < m272(m271 — ml,l)
- (b) 2777/171 > Mo et det M > m272(m271 — ml,l)

— (C) 2m1,1 =Mmaz-

Alors, la connexion affine associée sur R? est équivalente & celle
associée a une matrice M’ de la forme
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1. M= { T (1) ] dans les premiers cas;
2. M' = { T 1 ] avec F = £1,0 dans le dernier cas.

Nous présentons maintenant un résultat local (valide sur des ouverts
propres de R? seulement) relatif aux complémentaires des conditions
(a),(b) et (c).

On cherche comme précédemment & annuler m ,, c’est-a-dire a
résoudre I’équation différentielle :

(Ing)a+gb—a=0

oua:=1-2my;etb:=ms+a.

En supposant a # 0 (i.e. my 1 # %) et en posant u = ¢’, on obtient

b
v =u— —u’.
a

Il s’agit d’une équation a variables séparées dont la solution est

/ du
To= [ —————.
? u(l—tu)

La primitive se calcule explicitement par une décomposition en
fractions simples. On obtient formellement

U
:Ug—l—C—ln(a_bu),
ou encore u
Ke*? = K >0).
€ a—bu< )
De 13 on tire
w— o — aKe*?
—9  bKer2 + 1’
d’ou
g=C+ §in(bKe™ +1) b#0)
g=aKe” +C (b=0)

avec K > 0 et C € R arbitraires.

Dans les deux cas (b = 0 et b # 0) 'application ¢ = (f, g) n’est
pas un diffeomorphi( ?) de R?. L’annulation mj 5, = 0 est donc locale
uniquement.

Comme on peut le voir, il suffit de définir le terme m) , voulu
pour qu’il apparaisse dans la matrice finale.

Cette technique est donc trés utile pour travailler avec des ma-
trices beaucoup plus simples (plus qu'une seule variable : m; 1, plutot
que les quatre variables initiales).
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Deuxiéme matrice étudiée

De la méme maniére, nous pouvons étudier la matrice M sui-
vante :

M::[ 1 1 ]
mo1 M22

Les calculs sont sensiblement les mémes. Il suffit de suivre les
mémes étapes que pour la matrice précédente. On remarque alors
que tous les calculs restent valables, avec les substitutions suivantes :

=9

g = [

T = X9

To = I
mi1 = Moo
mis = Mgy

Troisiéme et quatriéme matrices étudiées

Partons des deux derniéres matrices a étudier, c’est-a-dire :

]\4::{77%1’1 1 ]

1 ma.2
M = l L ]
ma1 1

Nous étudierons la premiére matrice. Comme précédemment, on
voit aisément que les résultats seront symétriques pour la seconde.

Si nous utilisons la fonction TableGammaBarreNonLinear avec
les équations générales suivantes :

{ f=f(x1,22)
g =g(z1,22)

nous obtenons une table TableGammaBarre qui provient d’une
matrice M’ que I'on peut retrouver grace a la fonction Transforma-
tionGammaToMatriz.

De nouveau, les termes [1,2] et [2,1] de M’ doivent étre égaux a
1 si on veut que les formes de M et M’ soient identiques.

Comme précédemment, nous voulons que ces 2 termes soient in-
dépendants de la matrice initiale M. La condition n’est plus aussi
simple que pour les deux cas précédents. Elle se présente comme
suit :
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(dif =0et dog =0) ou (dof =0 et dyg = 0)

Etudions les deux conditions :

1. dzfzoetdlgzo
Les équations sont donc de la forme :

{ f=f(z)

g =9g(x2)

Nous repassons la matrice initiale par la fonction TableGamma-
BarreNonLinear avec ces équations. Nous obtenons une nou-
velle matrice M’.

Une nouvelle fois, les termes [1,2] et [2,1] doivent étre égaux a
1 pour les mémes raisons que plus haut :

dif=1
dggil

Les équations prennent donc la forme suivante :

f=3;‘1—|—Cf
g=x2+Cy

Ces équations permettent de passer d'une matrice M a une
matrice M’, identique & la matrice M initiale, ce qui ne nous
avance pas beaucoup.

2. dlfzoetdggzo
Les équations sont donc de la forme :

{1z

Nous faisons repasser la matrice initiale par la fonction Table-
GammaBarreNonLinear avec ces équations. Nous obtenons une
nouvelle matrice M.

Les termes [1,2] et [2,1] doivent étre égaux a 1 :

dof =1
dlg =1
Les équations ont donc la forme suivante :

f=22+Cf
g=x1+0Cy

Ces équations permettent de passer d’une matrice M a une ma-
trice M’ telle que :
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En plus de garder la forme générale (les deux 1), ces équations
permettent d’échanger les termes m; jet m; o, ce qui n’est pas
directement utile dans le cadre de ce mémoire.

4.3.3 Méthode théorique

Nous venons de voir les résultats pour la méthode expérimentale
que nous expections.

La méthode théorique peut nous donner aussi des résultats, en
particulier pour les matrices 2 x 2. Il serait intéressant de les com-
parer. Mais avant cela, voyons jusqu’ou elle nous améne.

Gréace a la méthode théorique, nous pouvons rechercher la solu-
tion générale de :

{ % = 11 (My121 + Myp13)
T2 = xa(Moywy + M)

autrement dit :

2
d.Ti .
dt = X; JEZI MZ‘J‘I‘J‘; Vi= 1, 2 (412)

Si la matrice M est inversible (c’est-a-dire que le déterminant de
M est différent de 0), on peut faire la transformation quit suit :

dz! 2
i1 "Mij ;-
— —xinj IVi=1,2 (4.13)
7=1
Preuve
L’équation 4.12 peut étre vue comme :
dz; = - Bjk .
- =2y Ay [Javi=1,2 (4.14)
j=1 k=1

dans laquelle A;; = M;; et Bj, = 0,,(6;x = 1 si j = k, 0 sinon).

De plus, nous pouvons ramener ’équation 4.14 vers 3.5 (page
24) :

d'x; / - / “ lBl'k .
y =} Y A ][ vi=1,2 (4.15)
¢ j=1 k=1
avec

A=C1loA=M"'oM=1

B =BoC=IM=M
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“ représente la matrice indentité)

(“[
[’équation 4.15 se réduit donc a :

dxz’ g
d? =) [z, vi=1,2

Jj=1

qui est ’équation recherchée 4.13.

Décomposons cette équation :

/
dl‘l . / /M11 /M12
a L1xy Ty
/
dl‘Q . / /M11 /M12
a L1xy Ty
/ /
dz} g dz,
/oMy My T 0 Mot/ Moo
) g xhay Py

Il est possible de séparer les variables de cette équation :

/ /
dz} dz,

'Mi1+1 _'Mis ~— /Moy Moo+1
T 11+ 75 12 Ty 21l‘2 22+

/ /Mgl—Mll—l _ / /Mlg—Mgg—l
& dxixy = dz,x,

Nous pouvons intégrer les deux membres de ’équation

1Moy —My1—1 1 Mig—Maoo—1
<:>/d$1$1 2 = :/dexQ 12 22 +C

dans laquelle C est une constante.

Or, il est connu que
xa—l—l
/ dr z® =
a+1

' Mgy — M ' M1a—M:
Ty 21 11 T, 12—Ma2

M21 - Mll B M12 - M22

Alors :

& +C

Exprimons 2/, en terme de 2| et des éléments de M.

x'Mm*Mu M121M22
—C+t— (Mg — May)

M21 - Mll

x;:{

47

(4.16)



CHAPITRE 4. CONNEXIONS AFFINES INVARIANTES 48

Nous pouvons remplacer, dans la premiére équation du systéme
4.16, x4, par cette valeur. Nous obtenons :

dt

/
dx} _ x’an-i-l
My — My

Mo
"Ma1—Mi1 My—Mag
L1
-+ —=— (M12 — M22>

2
_ Mgg— M
dt = da’ "Mi1+1 My — My 'Ma1—M11 ' e
- Yhn My — My L +
21 — 11
My

x (t) , Mo — Moo Mag— M9
t—ty = / d:ClliL’lM11+1 {712 22 lem_M“ + C'}
) (to) My — My

Nous avons donc une solution générale pour le cas de dimen-
sion 2. Il est a noter que cette équation est intégrable mais qu’elle
n’est pas toujours exprimable en terme de fonctions élémentaires.
Malheureusement, nous n’avons pas pu aller plus loin par faute de
temps dans la comparaison de cette méthode avec la notre.
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4.4 Matrices 3 x 3

Maintenant que nous avons exploré les matrices carrées de dimen-
sion 2, nous pouvons commencer celles de dimension supérieure.

Nous allons reprendre le canevas précédent (recherche de trans-
formations linéaires puis non linéaires) pour essayer de simplifier
au maximum des matrices de dimension 3, par des changements de
coordonnées.

Nous pouvons dés a présent faire certaines remarques :

1. Tandis qu’un matrice 2 x 2 n’a que 4 variables au maximum,
une matrice 3 x 3 en posséde 9. La compléxité des calculs s’en
ressentira directement.

2. Le changement de coordonnées linéaire permettant (dans le cas
de dimension 2) de multiplier par un nombre une colonne choi-

sie :
E 0
A':[o 1]

est généralisable dans le cas de la dimension 3.
En effet, la matrice de transformation

k0 0
A=[10 10
0 01
permet de multiplier la premiére colonne d’une matrice 3 x 3
par k. Nous pouvons donc déja éliminer 3 variables sur 9.

Le nombre de matrices que 1’on peut trouver grace a cette trans-
formation s’éléve a 27 (3 places possibles pour le 1 dans la pre-
miére colonne, 3 dans la deuxiéme et 3 dans la derniére : 3 x 3

x 3 = 27)

3. Vous conviendrez aisément qu’étudier 27 matrices différentes
sous tous les angles, peut étre un travail lourd et pénible. Il
est alors dans notre intérét de trouver un moyen de réduire ces
matrices & un échantillon plus petit mais qui représente encore
la totalité de ces matrices.

L’idée est la suivante : si nous pouvons transformer une matrice
contenant un 1 dans chaque colonne vers une autre matrice
ayant cette méme propriété, nous pouvons omettre d’étudier la
premieére.

En effet, si une matrice ayant la forme de la premiére est rencon-
trée, il suffit de lui appliquer la transformation pour travailler
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avec la matrice sous la seconde forme.

Il n’y a plus qu’a traduire cela en un algorithme pour Maple.
Nous le nommerons ReductionEnsembleMatrices et est décrite
a la page 61.

Les matrices de transformations linéaires possibles, ne conte-
nant que des 1, sont les suivantes :

1 00 100 010
A=1010,A=]001|,A=]10 0],
001 010 00 1
[0 0 1] [0 1 0] 00 1
A=|100,A:=]001|etAd:=|010
010 100 1 00

Nous savons que la premiére ne permettra pas de réduire 1’en-
semble car elle envoie chaque matrice sur elle-méme (A est la
matrice identité).

Les autres transformations permettent tour a tour de raffiner
I’ensemble pour arriver & un échantillon de 7 matrices :

Pour résumer, & partir de ces 7 matrices et par combinaison
partielle des 6 transformations linéaires, nous pouvons retrou-
ver les 27 matrices initiales.

L’étude des matrices de dimensions 3 x 3 se termine ici. Sans auto-

matisation du processus de recherche, il est trés difficile d’avancer
rapidemment.



Chapitre 5

Algorithmes

Nous allons présenter ici tous les algorithmes dont nous avons
parlé dans le chapitre précédent. Chaque algorithme est introduit
par une bréve description, puis énoncé et enfin commenté pour com-
prendre chaque partie du code.

De plus, durant le processus de la recherche de solutions, cer-
taines fonctions supplémentaires ont aidé & la réalisation de ce que
demandaient les chercheurs. Elles trouvent donc naturellement leur
place dans ce chapitre.

La lecture de ce chapitre peut étre intéressante dans le but de
comprendre totalement le code fourni avec ce mémoire mais peut
étre omise pour une premiére lecture.

5.1 IsASquareMatrix

Voici une fonction trés simple, mais 6 combien ! utile, qui permet
de savoir si une matrice est carrée ou pas.

Algorithm 3 IsASquareMatrix

1 : IsASquareMatrix := proc (
2 M ## a matrix
)
4 : if rowdim(M) = coldim(M) then true else false fi :
end :

5.2 IsAWellFormedChristoffelTable

Il est bon de savoir si les objets que ’on manipule possédent les
propriétés que ’on est en droit d’attendre de ceux-ci. Dans cette op-
tique, cette fonction renvoie une erreur (et donc arréte le programme
en cours d’éxecution) si une propriété n’est pas respectée.

51
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Les propriétés

Pour trouver les propriétés nécessaires pour qu’une table soit une
table de Christoffel, nous pouvons regarder comment la table est
construite par la fonction Christoffel.

- La table doit étre une matrice & 2 dimensions 1 x n;

— Chaque élément de cette matrice doit étre une matrice de di-

mensions n X n.

Algorithm 4 IsAWellFormedChristoffel Table
1 : IsAWellFormedChristoffelTable := proc (

2 TableGamma
)

4 : local n,i;

5 if type(TableGamma, matrix) then

6 if rowdim(TableGamma) = 1 then

7 n := coldim(TableGamma) ;

8 for i from 1 to n do

9 if not type(TableGamma[1,i],matrix) or

not IsASquareMatrix(TableGamma[1,i]) or
not (coldim(TableGamma[1,i]) = n) then

10 : error("TableGamma isn’t wellformed matrix") ;
fi;
od ;
13 : else
14 : error("TableGamma must have only one row") ;
fi :

16 : else
17 error ("TableGamma isn’t a matrix") ;

fi :

end :

Explication du code

1 : Déclaration de la fonction.

2 : Celle-ci prend comme paramétre une table TableGamma.

4 : Déclaration des variables locales.

5 : On vérifie que la table passée en paramétre est bien une
matrice.

6 : Celle-ci ne doit posséder qu’une seule ligne.

7 : On récupére le nombre de colonnes dans la variable n.

8 : On va parcourir les éléments de la matrice (i variant de 1 a

9 : Pour chaque élément, on vérifie qu’il est bien aussi une ma-
trice, que celle-ci est carrée dont les dimensions sont bien n x n.

10 : Si ce n’est pas le cas (une condition n’est pas vérifiée), on
envoie une erreur.
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13 - 14 : Envoi d’'un message d’erreur si la table posséde plus
d’une ligne.

16 - 17 : Envoi d’'un message d’erreur si la table n’est pas une
matrice.

5.3 TransformationGammaToMatrix

Cette fonction permet de retrouver une matrice de dimensions n
x n qui est la matrice initiale d’une table de Christoffel de dimension
n. Elle se base sur les propriétés définies en page 36.

Rappel

Pour 5k, donnés :
Sik#jetk#l:Ff7l:O
Sik=jethk#l: M, =2,
Sik:;«éjetk::l:MlJ:QFé,l

Sik=jethk=1:M,=T},

Algorithme

Algorithm 5 TransformationGammaToMatrix

1 : TransformationGammaToMatrix := proc(
2 TableGamma ## la table des gamma donnée par
Christoffel

)

4 : local n,M,k,j,1;

5 : IsAWellformedChristoffelTable(TableGamma) ;
6 : n := coldim(TableGamma) ;

7 : M := matrix(n,n) ;

8 : for j from 1 by 1 to n do

9 : for 1 from 1 by 1 to n do

10 : if j = 1 then

11 M[j,j] := TableGammal1,j1[j,j];

12 : else

13 : M[1,j] := 2 * TableGammal[1,11[j,1];
14 : end if ;

15 : end do;
16 : end do;
17 : M3

end :
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Explication du code

1 : Déclaration de la procédure.

2 : TableGamma est le seul paramétre. Il représente la table de
Christoffel & partir de laquelle la matrice initiale doit étre retrouvée.

4 : Déclaration des variables locales.

5 : On vérifie que la table donnée en paramétre posséde les pro-
priétés d’une table de Christoffel, grace a la fonction IsAWellFor-
medChristoffelTable.

6 : On récupére la dimension de la table dans la variable n.

7 : On crée la matrice M de dimensions n x n initialement vide.

8-9 : On va parcourir tous les éléments de M (j et [ allant de 1
an)

10-14 : On applique les formules définies plus haut pour I’élément
(7.0)-

17 : On renvoie la matrice M construite.

5.4 TableGammaBarreLinear

Cette fonction permet de passer d’une table Table GammaXi vers
une table TableGammaBarreLinear par un changement de coordon-
nées linéaire définie par la matrice MatrizA.
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Algorithm 6 TableGammaBarreLinear

1 : TableGammaBarreLinear := proc(
2 MatrixA, ## Coordinates Transformation matrix
3 : TableGammaXi
)
5 : local n,MatrixAInverse,TableGammaBarrelLinear, k, j, 1, f;

()

: IsAWellformedChristoffelTable(TableGammaXi) ;
7 : n := coldim(TableGammaXi) ;

## Verification des invariants
9 : if (not IsASquareMatrix(MatrixA)) then

10 : error "MatrixA must be a squarematrix";
11 . £fi;
12 : if not (rowdim(MatrixA) = n) then
13 : error "MatrixA hasn’t same order that TableGammaXi";
14 : fi;
## inversion de la matrice A
16 : MatrixAInverse := inverse(MatrixA) ;
## Création de la table GammaBarre
18 : TableGammaBarreLinear := matrix(1,n) ;

19 : for k from 1 to n do

20 : £ := (j,1) -> add(add(add(MatrixAl[a,j] * MatrixA[b,1] *
TableGammaXil[1,c] [a,b] *
MatrixAInverselk,c],a=1..n),b=1..n),c=1..n);

21 : TableGammaBarreLinear[1,k] := matrix(m,n,f) ;
22 : od;
23 : TableGammaBarreLinear;

end :

Explication du code

1 : Déclaration de la procédure

2-3 : La fonction prend 2 paramétres : MatrizA, la matrice qui
symbolise le changement de coordonnées et TableGammaXi, une
table fournie par la fonction Christoffel.

5 : Déclaration des variables locales.

6 : On vérifie que la table fournie posséde les bonnes propriétés.

7 : On récupére le nombre de colonnes de cette table dans la
variable n. Nous sommes siirs que son nombre de lignes vaut 1.

9-14 : MatrizA doit étre carrée et son nombre de lignes (ou de
colonnes) doit étre égal a n.

16 : On inverse la matrice MatrizA via la commade inverse de la
librairie linalg. Le résultat est attribué a la variable MatrizA Inverse.

18 : On crée une matrice vide de dimensions 1 x n dans la variable
TableGammaBarreLinear.

19 : Pour chaque élément de cette matrice (k variant de 1 & n)

20 : On construit une application f qui attribue une valeur pour
j et [ donnés.
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21 : On attribue a ’élément (1,k) de TableGammaBarreLinear
une matrice de dimensions n x n dont les valeurs sont calculées grace
a I'application f.

23 : On renvoie a l'utilisateur la table TableGammaBarreLinear
construite.

5.5 TableGammaBarreNonLinear

Cette fonction permet la méme opération que la précédente, mais
avec un changement de coordonnées non linéaire. A la place d’une
matrice de transformation, nous avons maintenant un ensemble d’équa-
tions (qui peuvent étre linéaires ou non) et un ensemble de variables
qui y interviennent.

Algorithm 7 TableGammaBarreNonLinear

1 : TableGammaBarreNonLinear := proc(

2 Equations, ## tableau qui exprime les
équations en terme de xil,xi2,... et variables

3 variables, ## les variables de
dérivations

4 TableGammaXi ## une table fourni par la

fonction Christoffel
)
6 : local n,k,f,MatD,MatInvD,TableGammaBarre;
7 : IsAWellformedChristoffelTable(TableGammaXi) ;
8 : n := coldim(TableGammaXi) ;
9 : f :=(j,1) -> diff(Equations[j],variables[1]) ;
10 : MatD := matrix(n,n,f);
11 : MatInvD := inverse(MatD) ;

12 : TableGammaBarre := matrix(1,n) ;
13 : for k from 1 to n do
14 f := (j,1) -> add(MatInvD[k,d]*diff(MatD[d,j],variables[1]),d=1..n)

+ add(add(add((MatD[a, j]1*MatD[b,1]*(TableGammaXi[1,c] [a,b])*MatInvD[k,c])
,a=1..n),b=1..n),c=1..n);

15 : TableGammaBarre[1,k] := matrix(n,n,f) ;
16 : od;
17 : TableGammaBarre;

end :

Explication du code

1 : Déclaration de la procédure

2 : Nous avons comme premier paramétre I’ensemble d’équations
symbolisant le changement de coordonnées. Celui-ci est noté Equa-
tions.

3 : Le second parameétre, variables, est simplement I’ensemble des
variables intervenant dans Fquations.
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4 : TableGammaXi est le troisiéme et dernier paramétre. Il repré-
sente les symboles de Christoffel de la matrice que I’on veut étudier.
Ceux-ci sont fournis par la fonction Christoffel.

6 : Nous déclarons les variables locales.

7 : Nous vérifions que le paramétre TableGammaXi correspond
bien & une table que pourrait fournir la fonction Christoffel via la
fonction IsAWellFormedChristoffelTable, décrite plus haut dans ce
chapitre.

8 : Nous récupérons la dimension n de la table TableGammaX:.

9 : Nous créons une application f qui va attribuer & un élément
(4,1), 1a dérivée partielle de I’équation j par rapport a la variable L.

10 : Nous créons ensuite la matrice des dérivées grace a 1’appli-
cation f que nous attribuons a la variable MatD. L’élément (j,1) de
la matrice représente donc la dérivée partielle de ’équation j par
rapport a la variable [.

11 : Nous attribuons a MatInvD l'inverse de la matrice MatD,
calculée par la fonction inverse de la librairie linalg.

12 : TableGammaBarre est un vecteur de dimension n. Pour une
compatibilité entre les objets, nous la définissons plutot comme une
matrice comprenant qu’une seule ligne et n colonne.

13 : Pour chaque élément de cette matrice :

14 : On redéfinie I'application f comme étant I’équation 4.5 (page
32) pour les 7,k,l courants.

15 : Nous attribuons a 1’élément, courant de TableGammaBarre
une matrice de dimensions n x n, dont les éléments sont calculés a
partir de I’application f.

17 : La table TableGammaBarre est renvoyée a 1’utilisateur.

5.6 DeriveesCovariantesRiemann

Nous avons vu a la page 30 que grace a la fonction Derivees-
CovariantesRiemann, nous pouvions retrouver toutes les matrices
des équations de Lotka-Volterra que le procédé via Riemann peut
résoudre.

Cette procédure implémente la condition

) T S s ) s 7 s ) .
Vil = U By = Ui B g — Do B 50 — T B s = 0

puis la recherche de solutions pour celle-ci.

Les résultats sont affichés grace & la fonction AfficheMatriceA-
PartirDeCoordonnees décrite plus loin dans ce chapitre.
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Algorithm 8 DeriveesCovariantesRiemann

1 : DeriveesCovariantesRiemann := proc(n)
2 local R,i,j,k,1,s,r,Contraintes,Solutions,TR,NR,TableGamma,
variables;
3 Contraintes := {};
4 M := matrix(m,n,m) ;
5 TableGamma := Christoffel(M) ;
6 TR := Riemann(TableGamma) ;
7 NR := Array(l..n);
8 for r from 1 to n do
9 NR[r] := Array(1l..n);
10 : for i from 1 to n do
11 NR[r][i] := Array(l..n,1..n,1..n);
12 for j from 1 to n do
13 : for k from 1 to n do
14 : for 1 from 1 to n do
15 : NR[r][i]l[j,%k,1] := add(TableGammal[1,i][s,r] *
TR[s][j,k,1],s=1..n)
- add(TableGammal[1l,s][j,r] *
TR[il[s,k,1],s=1..n)
- add(TableGammall,s][k,r] *
TR[i1[j,s,1],s=1..n)
- add(TableGammal1l,s][1,r] *
TR[i1[j,k,s],s=1..n);
16 : Contraintes := {op(Contraintes), NR[r][i][j,k,1] =
0} ;
17 : od ;od ;od;
18 : od ;
19 : od ;
20 : printf("Les contraintes :") ;
21 : print(Contraintes) ;
22 : variables := {};
23 : for i from 1 to n do
24 : for j from 1 to n do
25 : variables := {op(variables),eval(M[i,j1)};
26 : od ;od;
27 :  printf("Les variables :") ;
28 :  print(variables) ;
29 : Solutions := {solve(Contraintes,variables)};
30 : printf("Les solutions(%d) : ",nops(Solutions)) ;
31 : print(Solutions) ;
32 : AfficheMatriceAPartirDeCoordonnees(n,Solutions) ;
33 : end :

Explication de I’algorithme

1 : Déclaration de la procédure. Un paramétre : n, symbolisant
la dimension dans laquelle on va travailler.
2 : Déclaration des variables locales que 1’on va utiliser dans cet
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algorithme.

3 : On initialise ’ensemble des contraintes & vide.

4 : On crée une matrice M, de dimensions n x n.

5 : On récupére la table des I' donné par la fonction Christoffel
dans la variable TableGamma.

6 : On calcule le tenseur de Riemann a partir de TableGamma
qu’on attribue & la variable TR.

7-14 : La variable NR va contenir les différents éléments de la
condition. Elle aura comme structure un ensemble tableaux encas-
trés. Ces dimensions sont [n|[n|[n x n x n]. Ces lignes permettent de
créer cette structure.

15 : On calcule la condition pour r,i,5,k et [ donnés.

16 : On ajoute la condition courante a ’ensemble des contraintes
Contraintes.

20-21 : On affiche ’ensemble des contraintes finales.

22 : On initialise I’ensemble des variables & vide.

23-26 : On ajoute a cet ensemble tous les éléments de la matrice
initiale M.

27-28 : On affiche cet ensemble de variables.

29 : On recherche les solutions possibles pour les variables don-
nées suivant les contraintes définies par ’ensemble Contraintes.

30-31 : On imprime les solutions trouvées (ainsi que son nombre)

32 : On affiche ces solutions sous forme de matrices pour que
ce soit plus visuel via la fonction AfficheMatriceA PartirDeCoordon-
nees.

5.7 AfficheMatriceAPartirDeCoordonnees

Cette fonction est trés utile. Elle permet d’afficher des matrices
a partir d’ensemble de couples du type m; ; = val, ;.
Prenons un exemple pour mieux comprendre : I’ensemble

Hma1 =0}, {mi2 =0,my = 0}}

affichera les matrices suivantes :

0 mi2 miia 0
s .
m271 ma 2 mai 0
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Algorithm 9 AfficheMatriceAPartirDeCoordonnees
1 : AfficheMatriceAPartirDeCoordonnees := proc(n,Sol)

## condition pr que ca fonctionne :

## Sol = Ensemble de solutions composé d’ensemble de couples
m(i,j) = valij
4 local i,j,M,listeSol;
5 for i from 1 to nops(Sol) do
6 unassign(M) ;
7
8

for j from 1 to nops(Sol[i]) do
: assign(subs(m=a,op(Sol[il[j1) [1]),0p(Sol[i]1[j1) [21);
9 : od ;

10 : M := matrix(nm,n,a);
11 : print(eval(M)) ;

12 : od ;

13 : end :

Explication du code

1 : Déclaration de la procédure. Nous prenons comme parameétres
n, la dimension des matrices carrées a afficher et Sol, ’ensemble des
matrices comme décrit, ci-dessus.
4 : Nous déclarons les variables locales nécessaires.
5 : Nous allons prendre chaque élément de 1’ensemble. Chaque
élément va correspondre & un ensemble de couples.
6 : Si la variable M existe on la libére.
7 : Pour chaque couple de I’ensemble courant :
8 : C’est un peu compliqué. Décomposons par le centre :
— op(Sol[i] [j]1) nous donne les éléments composant le couple
en cours (ezemple :{my 1,0} pour Sol[i]l [j1 = (m;,=0));
— op(Sol[i] [j]1) [1] représente le coté gauche du couple, donc
la variable m; ; ;
- op(Sol1[i]l [j1) [2] représente le coté droit, donc la valeur a
attribuer;
— subs(m=a,op(Sol[i] [j1) [1]1) permet de remplacer par exemple
My Par @115
— assign(subs(m=a,op(Sol[i] [j1) [1]1),0p(Sol[il[j]1) [2]) as-
signe le deuxiéme membre dans la variable représentée par le
premier (dans notre exemple : a;; = 0)
10 : On crée une matrice avec les éléments a. Vu que nous venons
de les définir, M sera bien construite avec les valeurs données par
les couples courants.
11 : On affiche la matrice M.
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5.8 ReductionEnsembleMatrices

Lors de la courte exploration du cas de dimension 3, nous avons
penser qu’il serait utile de réduire le nombre de matrices contenant
un 1 dans chaque colonne et six variables quelconques. Si on ne le
fait pas, nous nous retrouvons a étudier 27 matrices différentes !

Une idée simple pour réduire ce nombre est de ne garder que les
matrices qui sont la sortie d’une transformation linéaire appliquée a
une autre matrice. Effectivement, si nous nous trouvons face a une
matrice non comprise dans le sous-ensemble qu’on aura construit,
nous savons qu’une combinaison de transformations linéaires nous
meénera a une matrice comprise dans ce sous-ensemble. De plus, il
est intéressant de savoir quelle transfromation méne a une matrice
éliminée.

Cet algorithme implémente toutes ces idées.

Algorithm 10 ReductionEnsembleMatrices

1 : ReductionEnsembleMatrices :=proc(MatrixA, Donnees)

2 : 1local NonDoubles, NonPris, i, M, TableGamma, TableGammaB,
Mprime ;

3 NonDoubles := {};

4 NonPris := {};

5 for i from 1 to nops(Donnees) do

6 : M := Donnees[i] ;

7 TableGamma := Christoffel(M) ;

8 TableGammaB := TableGammaBarrelinear (MatrixA,TableGamma) ;
9 Mprime := TransformationGammaToMatrix(TableGammaB) ;

10 : if not(true in map2(equal,op(Mprime) ,NonDoubles)) then
11 : if not(true in map2(equal,op(M),NonDoubles)) then

12 : NonDoubles := { op(NonDoubles), op(Mprime)}l};

13 : NonPris := { op(NonPris), [op(M)."=>". op(Mprime)] };
14 : fi;

15 : fi;

16 : od;

17 : printf("Non Pris : ") ;
18 : print(NonPris) ;

19 : NonDoubles;

20 : end :

Explication du code

1 : On déclare la procédure. Les paramétres sont la matrice Ma-
trizA qui représente le changement de coordonnées linéaire et Don-
nees qui est I’ensemble de matrices a réduire.

2 : Déclaration des variables locales.

3 - 4 : On initialise deux ensembles vides : NonDoubles qui sera
I’ensemble réduit et NonPris qui sera ’ensemble des matrices non
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prises.

5 : On va parcourir ’ensemble des matrices & réduire.

6 : On attribue & M la matrice courante courante dans I’ensemble
Donnees.

7 : On calcule les symboles de Christoffel & partir de la matrice
M qu’on attribue a la variable TableGamma.

8 : On calcule ensuite ces mémes symboles transformé par le
changement de coordonnées linéaire défini par la matrice MatrizA.
Les nouveaux symboles sont mis dans la variable TableGammaB.

9 : On récupére dans la variable Mprime la matrice qui provient
des symboles de Christoffel compris dans TableGammaB.

10 - 11 : Si les deux matrices ne sont pas déja comprises dans
I’ensemble NonDoubles :

12 - 13 : On ajoute Mprime & NonDoubles et M a NonPris en
indiquant vers quelle matrice M est transportée.

17 - 18 : On affiche ’ensemble NonPris.
19 : NonDoubles est renvoyé a I'utilisateur.



Chapitre 6

Conclusions

Nous terminerons cet ouvrage par résumer les buts atteints ainsi
que toutes les idées acheminées tout au long de celui-ci. De plus,
nous essaierons d’entrevoir les perspectives futures possibles pour la
continuation de ce travail. En effet, par manque de temps ou pour
raison de sujet trop éloigné du centre de ce mémoire, certaines par-
ties ont été occultées. Nous pourrons voir notamment que certaines
parties pourraient étre automatisées.

6.1 Apports

Faisons le point sur ce qui a été fait et ce qu’a apporté ce mémoire.

Nous avons vu que la recherche sur les équations différentielles
non linéaires n’est pas préte d’étre terminée. En effet, nous en sommes
qu’aux débuts prometteurs de celle-ci. Ce mémoire révéle une tech-
nique proposée par les chercheurs en mathématiques de I'Université
Libre de Bruxelles. Nous avons exploré ensemble ce vaste domaine
jusqu’aux limites que nous imposait le cadre de ce mémoire et évi-
demment le temps imparti.

Il en ressort une foule d’idées, concrétisées ou non, permettant de
mieux analyser ces équations. Nous sommes partis du cas de dimen-
sion 2. Tout d’abord, celui-ci a été simplifié via des transformations
linéaires en passant de quatre variables a deux variables.

Dés que la limite imposée par le linéaire fut atteinte, nous sommes
passés aux transformations non linéaires. Celles-ci sont plus compli-
quées a rechercher. Nous avons donc mis au point une technique
permettant de trouver des contraintes sur les fonctions composant
le changement de coordonnées non linéaire ainsi que sur les éléments
de la matrice 2 x 2 initiale. De ces contraintes ressortent des équa-
tions pour les 2 fonctions du changement de coordonnées.

Nous avons pu remarqué que notre méthode et les deux autres

63
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méthodes présentées (via le tenseur de Riemann et la méthode théo-
rique) donnent des résultats qui pourraient étre complémentaires,
c’est-a-dire que c’est peut-étre une composition de ces 3 méthodes
qui permettra de résoudre I'ensemble des équations différentielles
non linéaires. Cela reste de la supposition mais mériterait une étude
plus approfondie.

Nous trouvions intéressant de finir le cas de dimension 2 avant de
commencer celui de dimension 3. Nous avons quand méme essayer
d’avancer dans cette matiére. Nous avons pu ramener la matrice ini-
tiale de neuf variables & une autre de six variables via un changement
de coordonnées linéaire déduit du cas de dimension 2. De plus, nous
avons remarqué que nous pouvions étudier uniquement 7 matrices
parmi les 27 possibles (composées de six variables quelconques et
trois 1), ce qui permettra un gain de temps considérable.

Il est bon de également remarquer que la plupart des fonctions
créées pour ce mémoire sont paramétrées par n, la dimension étu-
diée. Il n’y a donc nul besoin de réécrire les méthodes lorsqu’on
désire étudier une nouvelle dimension. De plus, si une solution géné-
rale est trouvée, le cas de dimension n peut étre étudié sans affecter
a n un entier bien particulier, afin d’effectuer les calculs sous forme
uniquement symbolique et donc vérifier la solution de maniére tout
a fait générale.

6.2 Développements futurs

Nous reprenons ici les objectifs futurs qui pourraient contribuer a
construire une librairie plus compléte avec des fonctions qui permet-
traient & la fois d’aller plus en profondeur dans I’étude des équations
différentielles linéaires et a la fois d’automatiser le processus de re-
cherche.

6.2.1 Questions en suspens

Nous n’avons pu, par faute de temps, finir le cas de dimension 3.
Il serait évidemment intéressant de le terminer et ainsi peut-étre, en
le comparant avec le cas de dimension 2, trouver une forme générale
pour la dimension n, qui est le but final.

Il serait intéressant d’établir le lien entre toutes les méthodes
présentées (théorique, via le tenseur de Riemann et la notre) et
d’étudier en profondeur les domaines qu’elles recouvrent chacune
afin de se rendre compte de leur compatibilité effective.

Il faudrait également implémenter la méthode via le tenseur de
Riemann car pour l'instant, seules les solutions sont identifiées, pas
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le chemin pour y arriver!

6.2.2 Automatisation du processus

Dans le chapitre 4, nous nous sommes aidés de Maple afin de
trouver les équations découlant des changements de coordonnées
multiples. Mais nous avons nous-mémes recherché dans celles-ci une
maniére de les simplifier. Pour le cas de dimension 2, cela ne pose
pas trop de probléme. Quand on arrive au cas de dimension 3, les
choses se compliquent énormément. Il serait donc bon d’automatiser
ce processus.

A notre avis, pour que ce processus donne des résultats corrects
et dans des temps assez courts, il va falloir le travailler énormément.

L’idée de I'algorithme & fournir est le suivant :

Algorithm 11 Idée
Soit n la dimension a traiter
Soit M la matrice initiale de dimensionsn x n.

Soient 21, 2,..., ¥, les variables.
Soient fi(z1,Z2,...i@n), fo(@1,%2,.c0@n)y «-oy fulz1,22,...,2,) les
fonctions.

On calcule M’ par un changement de coordonnées non linéaires

sur M. Ce changement de coordonnées est donné par le systéme
d’équations qu’est 1l’ensemble {fi, fo,..., fn}-

// On doit retirer les termes contenant des membres de la matrice
initiale

Pour MatriceI,MatriceJde 1 jusquen
Pour MI,MJ de 1 jusquen
¢ := coefficiant du terme M[MI,MJ] dans M’ [MatriceI,MatricelJ]
Sic!= 0Alors
On extrait les dérivées des fonctions qui jouent un rdle
dans ce coefficiant
On met & jour la table des dérivées (voir plus loin)
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Rechercher le nombre minimal de dérivées, contenues dans la table

construite, qui, si annulées, suppriment chaque membre de la
matrice initiale dans M’.
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L’idée de la premiére partie de cet algorithme est de construire
une table de la structure suivante :

| O i | O i | - | Oviwn i | oo | Oniwownf1 [ O fo | - |
X X X
X X
X |.. X
X X X

Chaque ligne représente un membre de M’. Chaque “X” indique
la présence de la dérivée (téte de colonne) dans le membre.

Le probléme est de trouver le nombre minimal de dérivées (c’est-
a-dire de colonnes) dont I’ensemble constituerait une colonne pleine
de symboles “X”.

Mais ce n’est malheureusement pas aussi simple. Il se peut que
la solution que I’on trouve contienne des dérivées que 1’on ne peut
annuler car elles font parties d’'un dénominateur qui s’annulerait a
son tour. La solution n’est donc pas aisée et se doit d’étre miirement
réfléchie.

De plus, cet algorithme n’est siirement pas optimal. Il serait bon
d’en recherche un meilleur.

6.3 Conclusion générale

Aprés un travail a la fois intéressant et prenant, j’ai remarqué
que celui-ci reflétait exactement le travail d’un informaticien : étre
le traducteur entre les envies, les idées d’un groupe de personnes
et I'ordinateur. C’est tellement enrichissant d’entrer dans un mil-
lieu que vous ne connaissez pas : vous ne pouvez qu’apprendre de
nouvelles choses! Evidemment, ce n’est pas simple. Pour la réussite
d’une telle immersion, il faut un dialogue constant entre les deux
parties afin que les développeurs comprennent exactement ce que
veulent les clients et que les clients voient exactement ce qu’il est
possible de faire via I'informatique. Si une base solide est établie
entre les deux parties, le projet a de grandes chances de se voir bien
terminer un jour.

Pour ma part, j'ai eu énormément de chances de rencontrer les
quatre professeurs qui ont contribués a ce mémoire. Ils ont été pa-

tients, intéressés et disponibles & chaque instant.
J’espére avoir été un maillon d’une chaine dont la fin n’est pas
préte d’étre atteinte. Il y a apparemment tant a découvrir sur cette
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matiére que si mon travail peut faire avancer les choses, j'en serai
extrémement heureux.
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Annexe A

Documents supplémentaires

Les annexes sont composées de plusieurs documents :

1. L’ entiéreté du code produit avec ce mémoire.

Pour une explication de celui-ci, se reporter au chapitre 5. Vous
trouverez quelques différences entre la version présenté dans ce
mémoire et le code mis ici en annexe. La version décrite en
détail dans ce mémoire a été “allégée” de commades telles que
certains print qui permettent juste d’afficher des résultats in-
termédiaires. Mais elles fournissent exactement les mémes ré-
sultats.

2. Les résultats non repris dans le mémoire :

(a) Les matrices de dimensions 3 x 3 que la méthode via le tenseur
de Riemann peut résoudre.

(b) La simplification des matrices 3 x 3 via des transformations
linéaires.
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